Τα Ανάλογα Ποσά και  οι συναρτήσεις y=αx, y=αx+β 


ΦΥΛΛΟ ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΩΝ ΣΤΗΝ ΤΑΞΗ
(6η Ώρα)

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ : ……………………………………………………………...............
Το σημερινό θέμα είναι γενικές παρατηρήσεις και επανάληψη
1η Δραστηριότητα (10΄ λεπτά) [image: image103.wmf]10.55΄-11.05΄ (Ποσά Ανάλογα...) 
Δίνονται οι παρακάτω πίνακας  τιμών των μεταβλητών  x,y. Αφού  συμπληρώσετε την τρίτη γραμμή του πίνακα να απαντήσετε στις ερωτήσεις που ακολουθούν 
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Ερώτηση 1. Είναι τα ποσά x,y  ανάλογα και γιατί;.....................................................................

.......................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................
Ερώτηση 2. Να συμπληρώσετε την  συνάρτηση   y=….............................................................
Ερώτηση 3. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης που βρήκατε προηγουμένως. (Δεν χρειάζεται να σχεδιάσετε όλα τα σημεία που προκύπτουν από τον παραπάνω πίνακα. Να χρησιμοποιήσετε μόνο δυο σημεία για τη γραφική παράσταση)

[image: image1.png]


 
Ερώτηση 4. Τι ονομάζεται κλίση της ευθείας που σχεδιάσατε; .................................................
.......................................................................................................................................................
Ερώτηση 5. Τα σημεία  Κ(300,600) και Λ(-800,-1500) είναι πρακτικά αδύνατο  να τα σχεδιάσουμε στο παραπάνω διάγραμμα. Αν χρησιμοποιήσουμε το OpenOffice θα μπορούσαμε με αλλαγή της κλίμακας να διαπιστώσουμε αν τα σημεία ανήκουν στη γραφική παράσταση της συνάρτησης που βρήκαμε. Μήπως όμως μπορείτε να προβλέψετε τι θα έδειχνε το OpenOffice και γιατί; .................................................................................................
.......................................................................................................................................................
.......................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ : ……………………………………………………………...............

2η Δραστηριότητα (10΄ λεπτά) [image: image3.png]


11.05΄ -11.15΄ (... και Ποσά που δεν είναι Ανάλογα) 
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Στα δελτία καιρού σε μερικές χώρες (π.χ. στις Η.Π.Α.) οι θερμοκρασίες δίνονται σε βαθμούς  Φάρεναϊτ (Fahrenheit) με σύμβολο 
[image: image7.wmf]F

o

. Μπορούμε να τρέψουμε τους βαθμούς Κελσίου (Celcius) με σύμβολο 
[image: image8.wmf]C

o

 που χρησιμοποιούμε στη χώρα μας και σε άλλες ευρωπαϊκές χώρες για τη μέτρηση της θερμοκρασίας χρησιμοποιώντας τον τύπο 
[image: image9.wmf]F1,8C32
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. Για παράδειγμα αν 
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=0 τότε  
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 ή 
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. Και αν 
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=100 τότε  
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 ή 
[image: image15.wmf]F212

=

o

. Στον παρακάτω πίνακα υπάρχουν μερικές ακόμη αντιστοιχίες θερμοκρασιών στις δυο κλίμακες. Να συμπληρώσετε την τρίτη γραμμή του πίνακα.
Ερώτηση 1.Είναι τα ποσά 
[image: image16.wmf]F

o

 και  
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 ανάλογα; (Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας)
.......................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................
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Ερώτηση 2. Να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  
[image: image18.wmf]F1,8C32
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 σχεδιάζοντας το σημείο που η ευθεία τέμνει τον άξονα των y΄y και άλλο ένα σημείο. Κατόπιν να τα ενώσετε για να σχηματιστεί  η ευθεία.
ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ : ……………………………………………………………...............

3η Δραστηριότητα (10΄ λεπτά) [image: image19.png]


11.15΄ -11.25΄ (Παράλληλες ευθείες και τι καταλαβαίνω από το διάγραμμα) 
[image: image86.wmf]-

Στο διάγραμμα  βλέπετε τρεις παράλληλες ευθείες.  Μια από αυτές διέρχεται από την αρχή των αξόνων και περιέχει τα σημεία Α, Ο (αρχή των αξόνων), Β και Λ. Μια άλλη περιέχει τα σημεία Δ, Ε και Ζ. Τέλος η τρίτη ευθεία περιέχει τα σημεία Η, Ι, Γ και Θ. 

Ερώτηση 1. Παρατηρώντας προσεκτικά το διάγραμμα να 
βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Λ (........ , .........)
Ερώτηση 2. Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται  από τα σημεία Ο(0,0) και Λ.
y=……..................................
Ερώτηση 3. Να βρείτε τις εξισώσεις των δυο άλλων ευθειών λαμβάνοντας υπόψη ότι είναι παράλληλες με αυτήν που διέρχεται από την αρχή των αξόνων:
· Ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Δ, Ζ και Ε      y=…………………………...........
· Ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Η, Ι, Γ και Θ  y=…………………………...........
4η Δραστηριότητα (10΄ λεπτά) [image: image20.png]


11.25΄ -11.35΄ (Ένα μαθηματικό κόμικ με παράξενο διάλογο. Μπορείτε να τον μαντέψετε;)
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                                                                                             Ερώτηση:.........................................
                                                                                                    ..................................................................
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                                                       Απάντηση................................................
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                                                                                  Ερώτηση:....................................................
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[image: image94.wmf]Απάντηση:..................................................                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  
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Ερώτηση:....................................................                                                                                              
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                                                    .................................................................... 

[image: image98.wmf]                                        Απάντηση.................................................
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[image: image102.wmf]


· Δυο ποσά x  και y που οι μεταβολές του ενός προκαλούν μεταβολές στο άλλο λέγονται ανάλογα όταν  ο πολλαπλασιασμός του ενός επί έναν αριθμό έχει ως αποτέλεσμα τον πολλαπλασιασμό και του άλλου επί τον ίδιο αριθμό. Ή ισοδύναμα: Δυο ποσά x  και y που οι μεταβολές του ενός προκαλούν μεταβολές στο άλλο λέγονται ανάλογα όταν το πηλίκο των αντιστοίχων τιμών τους διατηρείται σταθερό. Προτιμούμε να ελέγχουμε το πηλίκο για να εξετάσουμε αν δυο ποσά είναι ανάλογα.
· Τα ανάλογα ποσά συνδέονται με μια σχέση της μορφής 
[image: image21.wmf]yx
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. Τη σχέση αυτή τη λέμε συνάρτηση.  Όταν 
[image: image22.wmf]x0
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 ο λόγος 
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 είναι σταθερός (π.χ. αν 
[image: image24.wmf]1
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 αφού 
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τότε 
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). 
· Η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης 
[image: image27.wmf]yx

=a

είναι μια ευθεία γραμμή που διέρχεται από την αρχή των αξόνων αν το για  το 
[image: image28.wmf]x

 επιτρέπεται η τιμή 
[image: image29.wmf]x0
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. Για να σχεδιάσουμε τη γραφική παράταση της 
[image: image30.wmf]yx
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 χρειαζόμαστε δυο σημεία. Το ένα μπορεί να είναι το (0,0) δηλαδή η αρχή των αξόνων  αν το για  το 
[image: image31.wmf]x

 επιτρέπεται η τιμή 
[image: image32.wmf]x0
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. (Πάντως ακόμη και αν  για  το 
[image: image33.wmf]x

 δεν επιτρέπεται η τιμή 
[image: image34.wmf]x0
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 μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το σημείο (0,0) και κατόπιν να το διαγράψουμε από τη γραφική παράσταση.)
· Ο αριθμός 
[image: image35.wmf]a

 ονομάζεται  κλίση της ευθείας 
[image: image36.wmf]yx

=a

. 
· Ένα  παράδειγμα αναλόγων ποσών από τη Φυσική: το διάστημα 
[image: image37.wmf]s

 και ο χρόνος 
[image: image38.wmf]t

 είναι ποσά ανάλογα όταν η ταχύτητα ενός κινητού είναι σταθερή. Συνδέονται με την εξίσωση 
[image: image39.wmf]svt

=×

  (διάστημα= ταχύτητα Χ χρόνος) ή ισοδύναμα 
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σταθερό (π.χ. αν 
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v80

h

=

 τότε 
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και άρα 
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· Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image44.wmf]yx

=

  διχοτομεί  την ορθή  γωνία που σχηματίζουν οι άξονες x΄x  και y΄y  στο 1ο και στο 3ο τεταρτημόριο.
· Η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image45.wmf]yx
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  διχοτομεί  την γωνία που σχηματίζουν οι άξονες στο 2ο και στο 4ο τεταρτημόριο.
· Η γραφικές  παραστάσεις των συναρτήσεων 
[image: image46.wmf]yx

=

 και  
[image: image47.wmf]yx
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 είναι ευθείες μεταξύ τους κάθετες. 
· Όταν η κλίση α της συνάρτησης y=αx είναι θετικός αριθμός τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης βρίσκεται μέσα στο 1ο και 3ο τεταρτημόριο. Όσο μεγάλες θετικές αριθμητικές τιμές  και να λάβει  η κλίση η γραφική παράσταση της y=αx  δεν συμπίπτει ποτέ με τον άξονα y΄y

· Όταν η κλίση α της συνάρτησης y=αx είναι αρνητικός αριθμός τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης βρίσκεται μέσα στο 2ο και 4ο τεταρτημόριο. Όσο μικρές αρνητικές αριθμητικές τιμές  και να λάβει  η κλίση η γραφική παράσταση της y=αx  δεν συμπίπτει ποτέ με τον άξονα y΄y.
· Η κλίση α συμπίπτει αριθμητικά με τον τριγωνομετρικό αριθμό της εφαπτομένης της γωνίας  ω που σχηματίζει η γραφική παράσταση της y=αx  με τον άξονα x΄x μετρώντας την από τον άξονα x΄x προς την ευθεία y=αx   αντίθετα προς τους δείκτες του ρολογιού. (Βλέπε το παρακάτω διάγραμμα για την y=2x)
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· Αν η κλίση α=0 τότε η συνάρτηση  y=αx  γράφεται y=0x  δηλαδή y=0 και η γραφική της παράσταση συμπίπτει με τον άξονα  x΄x. 
· Όταν γνωρίζω ότι ένα σημείο ανήκει στη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης της μορφής 
[image: image50.wmf]yx
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  τότε μπορώ να υπολογίσω την κλίση. Π.χ. γνωρίζω ότι το σημείο Α(2,5) ανήκει στη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης της μορφής 
[image: image51.wmf]yx
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. Επειδή η 
[image: image52.wmf]yx
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είναι συνάρτηση αναλόγων ποσών θα είναι 
[image: image53.wmf]y
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. Αλλά αφού τα ποσά  x και y είναι ανάλογα το πηλίκο τους διατηρείται σταθερό  όποιες και να είναι οι αντίστοιχες αριθμητικές τιμές των  x και y (εκτός από x=y=0). Επειδή για  το σημείο Α το x=2 και το y=5 θα έχω 
[image: image54.wmf]y5
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. Άρα 
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2

a=

 και επομένως γενικά 
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. Αν θέλω μπορώ να γράψω και y=2,5x.
· Οι συναρτήσεις της μορφής  y=αx+β  έχουν γραφική παράσταση μια ευθεία γραμμή. Η γραφική παράσταση (ευθεία) διέρχεται από το σημείο  (0,β) του άξονα y΄y. Για παράδειγμα αν  y=
[image: image57.wmf]-

2x+4 διέρχεται από το σημείο (0,4) του άξονα y΄y.  

· Οι συναρτήσεις της μορφής  y=αx+β  είναι ένα παράδειγμα συναρτήσεων ποσών x,y που δεν είναι ανάλογα όταν β≠0.  Πράγματι π.χ. για την συνάρτηση y=
[image: image58.wmf]-

3x+2 για x=1 βρίσκουμε y=
[image: image59.wmf]-
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[image: image60.wmf]×

1+2=
[image: image61.wmf]-

 1  . Δηλαδή 
[image: image62.wmf]y1
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. Για  x=2 βρίσκουμε y=
[image: image63.wmf]-
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[image: image64.wmf]×

2+2=
[image: image65.wmf]-

 4. Δηλαδή 
[image: image66.wmf]y4
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. Παρατηρούμε ότι το πηλίκο 
[image: image67.wmf]y

x

 δεν διατηρείται σταθερό. Άρα τα ποσά x,y  δεν είναι ανάλογα όταν συνδέονται  με τη συνάρτηση y=
[image: image68.wmf]-

3x+2. Ανάλογα συμπεράσματα μπορούν να εξαχθούν και για άλλες συναρτήσεις της μορφής y=αx+β, .  
· Αν το α=0 τότε οι συναρτήσεις της μορφής  y=αx+β  λαμβάνουν την μορφή y= β. Για παράδειγμα y= 
[image: image69.wmf]-

7 (βλέπε διπλανό διάγραμμα)  κλπ. Όταν y=0 τότε  η γραφική παράσταση συμπίπτει με τον άξονα των x΄x. Λέμε ότι ο άξονας x΄x έχει εξίσωση y=0.

· Μια εξίσωση της μορφής x=k έχει γραφική παράσταση μια ευθεία παράλληλη προς τον άξονα των y΄y. Για παράδειγμα x=4 (βλέπε διπλανό διάγραμμα) κλπ. Όταν x=0 τότε η γραφική παράσταση συμπίπτει με τον άξονα των y΄y. Λέμε ότι ο άξονας y΄y έχει εξίσωση x=0.
· Μια εξίσωση της μορφής x=k δεν περιγράφει μια συνάρτηση. Ας θεωρήσουμε το παράδειγμα x=4. Στην ίδια τιμή του x την τιμή 4 αντιστοιχούν πολλές (μπορεί και άπειρες) τιμές του y. Αλλά αυτό παραβιάζει τον θεμελιώδη κανόνα των συναρτήσεων, ο οποίος απαιτεί σε μια τιμή του x να αντιστοιχεί μια και μόνη για το y. Πράγματι κάθε σημείο της γραφικής παράστασης  έχει x=4  αλλά διαφορετικό κάθε φορά y. 

· Κάθε εξίσωση της μορφής y=αx+β  μπορεί να θεωρηθεί ότι δημιουργείται από την κατακόρυφη μετατόπιση της y=αx  κατά β. Δηλαδή από την κατακόρυφη μετατόπιση κάθε σημείου της y=αx  κατά β.  Για παράδειγμα η y=4x+7 προκύπτει από την κατακόρυφη προς τα πάνω μετατόπιση της y=4x κατά 7. (Βλέπε διπλανό διάγραμμα). Έτσι το σημείο (0,0) αφού μετατοπίζεται προς τα πάνω κατά 7 θα γίνει το (0,0+7)=(0,7). Το ίδιο θα συμβεί για όλα τα σημεία της y=4x . Για παράδειγμα το σημείο (1,4) ανήκει στην y=4x  αφού 
[image: image70.wmf]441
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. Η μετατόπιση κατά 7 προς τα πάνω θα το κάνει (1,4+7)=(1,11). Ανάλογα η y=4x-8 προκύπτει από την κατακόρυφη προς τα κάτω μετατόπιση της y=4x κατά 8. Έτσι το σημείο (0,0) αφού μετατοπίζεται προς τα κάτω κατά 8 θα γίνει το (0,0-8)=(0,-8). Το ίδιο θα συμβεί με το σημείο (1,4).  Η μετατόπιση κατά 8 προς τα κάτω θα το κάνει  (1,4-8)=(1,-4). Αυτό σημαίνει ότι οι ευθείες y=4x+7 και y=4x-2 είναι παράλληλες προς την y=4x. Άρα είναι και μεταξύ τους παράλληλες. Το διάγραμμα δείχνει αυτές τις μετατοπίσεις. Μετά από αυτά αναγνωρίζουμε αν δυο ευθείες είναι παράλληλες εξετάζοντας αν έχουν τον ίδιο συντελεστή του x. Δηλαδή αν έχουν την ίδια κλίση. Για παράδειγμα  οι ευθείες 
[image: image71.wmf]y3x6,y3x11
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 είναι μεταξύ τους παράλληλες αφού είναι παράλληλες προς την 
[image: image72.wmf]y3x
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που έχει κλίση 
[image: image73.wmf]3
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. Παρατήρηση : Διατηρούμε τη λέξη κλίση που χρησιμοποιήθηκε για τις συναρτήσεις της μορφής y=αx και για τις συναρτήσεις της μορφής y=αx+β
· Μπορούμε να αναγνωρίσουμε από ένα διάγραμμα εξισώσεις ευθειών. Για παράδειγμα στο διπλανό διάγραμμα αναγνωρίζω αμέσως την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σημεία Α,Ο (αρχή των αξόνων), Β και Λ ως εξής. Παρατηρώ ότι το σημείο Λ βρίσκεται πάνω σε μια ευθεία κάθετη στον άξονα x΄x στον αριθμό x=4. Επίσης βρίσκεται σε μια ευθεία κάθετη στον άξονα y΄y στον αριθμό y=8. Άρα Λ(4,8). Αφού η ευθεία διέρχεται από την αρχή των αξόνων τότε η κλίση της θα είναι 
[image: image74.wmf]8
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. Άρα πρόκειται για την ευθεία 
[image: image75.wmf]y2x
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. Παρατηρούμε τώρα ότι το σημείο Ο(0,0) αν μετακινηθεί κατακόρυφα προς τα άνω 6 μονάδες θα συμπέσει με το σημείο Ζ. Ακριβώς όμως το ίδιο συμβαίνει με το σημείο Β και το σημείο Ε. Άρα η ευθεία που διέρχεται από τα Δ, Ζ και Ε είναι παράλληλη προς την 
[image: image76.wmf]y2x

=

. Επιπλέον τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο Ζ(0,6). Άρα η εξίσωσή της είναι 
[image: image77.wmf]y2x6
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. Με ανάλογους συλλογισμούς μπορούμε να καταλήξουμε στο συμπέρασμα ότι η ευθεία η οποία διέρχεται από τα σημεία Η, Ι, Γ και Θ έχει εξίσωση 
[image: image78.wmf]y2x4
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.
· Ένα σημείο ανήκει στη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης αν οι συντεταγμένες του ικανοποιούν την συνάρτηση. Δηλαδή  την κάνουν «αληθινή» ισότητα. Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση y=2x της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στο διπλανό σχήμα. Το σημείο (300,600) ανήκει στη γραφική παράσταση της y=2x διότι το σημείο έχει  x=300 και y=600. Αν αντικαταστήσουμε τις τιμές αυτές στην συνάρτηση θα έχουμε 
[image: image79.wmf]6002300
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. Η ισότητα ισχύει άρα το σημείο (300,600) ανήκει στη γραφική παράσταση. Αντίθετα το σημείο  (-800, -1500) δεν ανήκει στη γραφική παράσταση διότι το σημείο έχει x=-800, y=-1500 τα οποία όταν αντικατασταθούν στην συνάρτηση δίνουν 
[image: image80.wmf]15002(800)
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 ή 
[image: image81.wmf]15001600
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 που δεν λέει «αλήθεια». Άρα μπορούμε να κρίνουμε και χωρίς σχήμα αν ένα σημείο ανήκει στη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης. Για παράδειγμα 
[image: image82.wmf]y3x4
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. Το σημείο (4,-8) ανήκει στη γραφική παράσταση διότι σύμφωνα με τα προηγούμενα 
[image: image83.wmf]8344

-=-×+

που είναι «αλήθεια». Αντίθετα το σημείο (6,8) δεν ανήκει διότι 
[image: image84.wmf]836414

=-×+=-

 που δεν είναι  «αλήθεια».  


Λοιπόν  να και η τελευταία 


Ανακεφαλαίωση











Δηλαδή τελείωσε το πείραμα;
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Δε χωρά αμφιβολία!





Λοιπόν θα γράψεις τέλεια στο τεστ!
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